Repetition der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1 Zufallsexperiment, Ereignis, Wahrscheinlichkeit

Definition 1.1 Ein endliches (diskretes) Zufallsexperiment ist beschrieben durch die endliche (ab-
zihlbar unendliche) Menge & der Elementarereignisse sowie durch ein Wahrscheinlichkeitsmass P.
Dies ist eine Funktion von & auf die nicht-negativen reellen Zahlen RY, d.h. P : & — R, fiir die

gilt
Z P(e) = 1.
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Definition 1.2 Ein Ereignis A ist eine Teilmenge von £ (die leere Menge () und £ selbst sind
zulissig). Das Wahrscheinlichkeitsmass P kann auf natiirliche Weise erweitert werden zu einer Funk-
tion, die jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit zuordnet:

P(A) =Y P(e).
ecA
Es gilt
PE)=1 und P@)=0
sowie

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Definition 1.3 Zwei Ereignisse A und B heissen (statistisch) unabhdingig falls P(ANB) = P(A) -
P(B).

Definition 1.4 Die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, gegeben das Ereignis B, ist de-
finiert als

P(ANB)
P(B)
falls P(B) > 0, und ist nicht definiert wenn P(B) = 0.

P(AIB) =

1.2 Zufallsvariablen

Definition 1.5 Eine diskrete Zufallsvariable X ist eine Abbildung von der Menge £ der Elemen-
tarereignisse auf eine Wertemenge X mit endlich vielen oder abzihlbar unendlich vielen Elementen.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X ist die Funktion Px : X — R definiert durch

Px(z)= Y = Plo)
ec&: X (e)=x

Man schreibt auch P(X = xz) statt Px(x), wobei X = x das Ereignis {e € £ : X(e) = x} ist,
d.h. das Ereignis ,,die Zufallsvariable X nimmt den Wert x an“.

Mehrere Zufallsvariablen kénnen als eine einzige Zufallsvariable (oder Zufallsvektor) betrachtet
werden. Ein Beispiel ist das Paar [X,Y], dessen Wahrscheinlichkeitsverteilung Pxy : X x Y — RT
eine Funktion von zwei Variablen ist und durch

PXY(:E7y) = P(X:xvyzy)

gegeben ist. P(X = z,Y = y) steht fiir P({e € £ : X(e) = z und Y (e) = y}). Die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen von X und Y sind durch Pxy eindeutig bestimmt:

Px({L‘) = pry(l‘,y)

(und analog Py (y) = >, Pxy(z,y)). Dieses Prinzip der Elimination einer Zufallsvariablen in der
Verteilung durch Summation iiber alle ihre Werte gilt allgemein.



Definition 1.6 Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X, gegeben das Er-
eignis A mit P(A) > 0, ist definiert als

Pxja(z) = P(X = z|A).
Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von X, gegeben Y, ist wie folgt definiert:
Pxly : X x Y = R" : (2,y) — Pxy(z,y),
wobei

PX =z,Y =y)

Pyy(z,y) = P(X=zlY =y) = P —y)

Fir Werte y mit Py (y) = 0 ist Pxy (x,y) nicht definiert.

Man beachte, dass Px|y eine reellwertige Funktion von zwei Argumenten ist. Um dies zu ver-
deutlichen, verwenden wir nicht die in der Literatur ebenfalls iibliche Notation Py y (z|y), welche die
Bedingung in der Argumentenliste nochmals wiederholt. Man beachte ferner, dass fiir jedes y gilt:

> Pxpy(w,y) =1,
x
d.h. Pxy () ist, als ein-argumentige Funktion aufgefasst, selbst eine zuléssige (normierte) Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (falls Py (y) > 0).
Definition 1.7 Zwei Zufallsvariablen X und Y heissen statistisch unabhéngig genau dann wenn
Pxy(z,y) = Px(z) - Py (y)

fir allex € X undy € Y.

Es folgt aus dieser Definition, dass fiir statistisch unabhingige Zufallsvariablen X und Y gilt:
Pxy(z,y) = Px(x) fir alle z € & und y € Y mit Py (y) # 0.
1.3 Erwartungswert und Varianz

Von speziellem Interesse sind Zufallsvariablen X, die als Werte reelle Zahlen annehmen. Der Erwar-
tungswert E(X) und die Varianz Var(X) von X sind dann wie folgt definiert:

E(X)= Zl‘Px(fL‘)

und

Var(X) = (z — E(X))*Px(z).

x

Es ist einfach zu zeigen, dass
B(Xi+---+X,)=EX))+ -+ E(X,)
gilt. Falls X1,..., X, (auch nur paarweise) statistisch unabhingig sind, gilt
Var(Xy + --- + X,,) = Var(Xq) + - - - + Var(X,,).

Fiir eine reellwertige Funktion f, deren Definitionsbereich X einschliesst, gelten
E(f(X)) = f(x)Px()

und

Var(f(X)) = ) (f(z) = E(f(X)))*Px ().
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